MAK 1022
Makine Miihendisliginde

Sonlu Elemanlar Yontemi



Tabiatta karsilasilan her olay fizik kanunlar1 yardimiyla
ve matematik diliyle anlasilmaya calisilir.

Her olay kendine ait buytkliikler yardimiyla cebirsel,
diferansiyel veya integral denklemler yardimiyla biiyiik
oranda ifade edilebilir.

Karmasik bir problem, bilinen veya kavranmasi daha
kolay alt problemlere ayrilarak daha anlasilir bir hale
getirilebilir.  Olusturulan alt problemler ¢oziiliip

birlestirilerek esas problemin ¢6ziimii yapilabilir.



Ornegin; gerilme problemi, basit kiris, plak, silindir,
kiire gibi geometrisi bilinen sekillerle
sinirlandirilabilir. Bu elde edilen sonuclar ¢cogu kez
problemin yaklasik ¢Oziimiidiir ve bazen dogrudan
bazen de bir katsayr ile diizeltilerek kullanilir.
Miihendislik uygulamalarinda problemlerin
karmasiklig1 sebebiyle genellikle problemlerin tam
¢Oziimii yerine, kabul edilebilir seviyede bir yaklasik

¢Ozim tercih edilir.



Serbestlik Derecesi (Degrees of Freedom-Dof): Bir sistemin
biitlin parcalarinin herhangi bir zamanda konumlarinin
tamamen belirli olmas1 i¢cin gerekli birbirinden bagimsiz

minimum koordinat sayisina serbestlik derecesi denir.

»Uzayda bir noktaya maksimum 6 serbestlik derecesi
tanimlanabilir.

» Sonlu eleman maksimum 6 serbestlik derecesi kullanir.
»BiIr cok elemami tamimlamak icin 6 serbestlik
derecesinden daha az serbestlik derecesi kullanilmasi

yeterli olmaktadir.
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Ayrik ve Surekli Sistemler

» Sonlu sayida serbestlik dereceli sistemlere ayrik sistem
denir.

» Ayrik sistemin belirli degiskenlere goére durumu adi
diferansiyel denklemler kullanilarak incelenebilir.

> Serbestlik derecesi sonsuz olan sistemlere stuirekli sistem
denir.

» Strekli sistemin belirli degiskenlere gore durumu kismi
tiirevli diferansiyel denklemler kullanilarak incelenebilir.

2

Surekli sistem
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Sekil 1. deki tek taraftan ankastre mesnetlenmis elastik
kirisin serbestlik derecesi sonsuzdur. Serbestlik derecesi
sonsuz olan sistemlerin hareketinin diferansiyel denklemi

kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.
Sonlu sistemler ise ayrik olarak adlandirilir ve hareketleri

adi diferansiyel denklemle gosterilebilir.

m X + k X = F(t) F_r_-.lﬁf[L:lF:_—Lt [ x, I:IJ + pAlx) ﬂ:—lj[Li:l = flx. 1)

dx= dx= =



Klasik rijit govde analizi ¢cogu dinamik problemler i¢in
yetersiz kalmaktadir. Elastik gévde yaklasimi ise ¢ok
sayida kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimiini
gerektirmektedir. Kompleks yapilari, 6zellikle homojen
olmayan vyapiya sahip olanlari, sonlu elemanlar
metoduyla (SEM) ¢6zmek ¢ok kolay olmaktadir. Metot
1950 yilinda ucak ve uzay sanayinde gerilme analizi
icin kullanilmaya baslanmistir. YoOntemin esaslan
uzerine yapilan calismalar sonucu kullanim sahasi
genislemis olup ilerleyen bilgisayar teknolojisiyle
biyomekanikten niikleer teknolojiye farkli sahalarda
yaygmn olarak kullanilmaktadir. Giiniimiizde yapisal
analiz icin yapilan arastirmalarda sonlu elemanlar
metodu cogunlukla tercih edilmektedir
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Fiziksel bir olayin ¢dziim asamalari
» Fiziksel olaylarin Matematik formiilasyonu

> Matematik modelin nimerik analizi

Sonlu Elemanlar (SE)Y ontemi, ¢esitli mithendislik
problemlerine kabul edilebilir bir yaklasimla
¢OzUm arayan bir sayisal ¢oziim yontemidir.

Sonlu Elemanlar Analizi (SEA)

Sonlu Elemanlar Analizi, fiziksel bir sistemin matematik
olarak ifade edilmesidir. Bu sistem alt parcalara
ayrilabilen model olup, malzeme ozelliklerine ve
uygulanabilir sinir sartlarina sahiptir



Sonlu elemanlar metodu; karmasik olan problemlerin
daha basit alt problemlere ayrilarak her birinin kendi
icinde c¢oOziilmesiyle tam c¢oOziimiin bulundugu bir
¢oziim seklidir. Metodun ti¢c temel niteligi vardir:
1) Geometrik olarak karmasik olan ¢6ziim bolgesi
sonlu elemanlar olarak adlandirilan geometrik olarak
basit alt bolgelere ayrilir.

2) Her elemandaki, siirekli fonksiyonlarin, cebirsel
polinomlarin lineer kombinasyonu olarak

tanimlanabilecegi kabul edilir.



3) Aranan degerlerin her eleman icinde siirekli olan
tanim denklemlerinin belirli noktalardaki (diigtim
noktalar1) degerler1 elde edilmesinin problemin
¢Oziimiinde yeterli olmasidr.

Kullanilan vyaklasim fonksiyonlar1 Interpolasyon
teorisinin genel kavramlari kullanilarak
polinomlardan secilir. Secilen polinomlarin derecesi
Ise  coOziilecek problemin  tamim  denkleminin
derecesine ve ¢oziim yapilacak elemandaki diigim

sayisina baglhdir,



Siirekli bir ortamda alan degiskenleri (gerilme, yer
degistirme, basing, sicaklik vs.) sonsuz sayida farkl
degere sahiptir. Eger siirekli bir ortamin belirli bir
bolgesinin de aymi sekilde siirekli ortam o6zelligi
gosterdigi  biliniyorsa, bu alt bolgede alan
degiskenlerinin degisimi sonlu sayida bilinmeyeni
olan bir fonksiyon ile tanimlanabilir. Bilinmeyen
sayisinin az ya da ¢ok olmasina gore sec¢ilen fonksiyon

lineer ya da yiiksek mertebeden olabilir.



Siirekli ortamin alt bolgeleri de ayni1 karakteristik
ozellikleri gosteren bolgeler oldugundan, bu
bolgelere  ait  alan  denklem  takimlan
birlestirildiginde biitiin sistemi ifade eden denklem
takimi elde edilir. Denklem takiminin ¢6ziimi ile
stirekli ortamdaki alan degiskenleri sayisal olarak

elde edilir.
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Avantajlar

Modeller tasarim gelistirmede
kullanilir.

Prototip gerekmez.

Dezavantajlar

*Modelleme kabulleri.

*Modelin baglant1 tasarimlarinin zorlugu.
«Komponent etkilesimlerinin tahmin
zorlugu.

*Soniim genelde ihmal edilir.



Kullanildig: Yerler

Yapisal Analiz, Termal Analiz, akiskanlar mekanigi CFD
(Computational Fluid Dynamics), zemin mekanigi, ucak
miithendisligi niikleer miihendislik, kaya mekanigi, Elektrik,
elektromanyetik  alanlar(Electrical /  Electrostatics,
Electromagnetics ve daha sayabilecegimiz pek c¢ok
miithendislik ve fizik problemlerinin ¢6ziimiinde arac¢ olarak
kullanilmaktadir.

FEM kullanilan sektorlerden bazilarinin listesi asagidadir.

* Havacilik

» Otomotiv

« Biyomedikal

* Kopriiler ve Yapilar



Problem Type

Examples of Parameters That
Characterze a System

Solid Mechanics Examples

Load

|

a truss

' Load

a beam

Torque

G,J
a shaft

modulus of elasticity, £

modulus of elasticity, E

modulus of elasticity, £, second moment of
arca, |

modulus of rigidity, G, polar moment of inerua
of the area, J

Heat Transfer Examples

thermal conductivity, K




fins thermal conductivity, K

Fluid Flow Examples

high low

pressure pressure viscosity, j; relative roughness, e

pipe networks

a concrete dam

sotl permeability, k

Electrical and Magnetism Problems

4
6{? Rli R,

elecincal network

resistance, R

Stator

Rotor

permeability, p
magnetic field of an clectric motor




Bazi1 FEM Ticar1 Yazilim Paket Programlari
o ANSYS (General purpose, PC and workst:

o NASTRAN (General purpose FEA on mar

o ABAQUS (Nonlmear and dynamic analys

o COSMOS (General purpose FEA)

e ALGOR (PC and workstations)

o PATRAN (Pre/Post Processor)

o HyperMesh (Pre/Post Processor)

e Dyna-3D (Crash/impact analysis)



Sekil Fonksiyonlar

Eleman iizerindeki alan degiskeninin degisimi i¢in
polinom gibi basit fonksiyonlar kullanilarak
yaklasim yapilir. Yaklasimin hassasiyeti ise yapiyi
temsil eden eleman sayisimi veya kullanilan

fonksiyon derecesini biiyiiltiilerek arttirilr.



Kompleks bir fonksiyon parcali lineer fonksiyonlarla

gosterilmektedir.
(Alan degiskeninin (Dugiimlerdeki alan degiskeninin
bilinmeyen fonksiyonu)  bilinmeyen ayrik degerleri)
F() A Unknown function Unknown discrete values
of field variable of field variable at nodes

T NN P

elements  nodes
(Elemanlar) (Dugumler)



8 The FEA 15 an approximation based on piecewise
iterpolation of field quantity.

B The interpolation functions approximate (represent)
the field variable in terms of the d.o.f. over 4 finite
element.

B In this way, the problem 15 stated i terms of these
nodal values s new unknowns.

Linear




\/

4-Noded Shell 10-Noded Tetrahedral 20-Noded Hexahedral

(4 digimli kabuk) (10 dGgimli dortyazli) (20 dGgumla altiyltizlG)



» SEA(FEA), yaklasik bir metottur.

> lyi bir planlama,

» Dikkatli bir modelleme,

» Sinir sartlar ve yiik durumlar i¢in dogru yaklasim,

» Sonugclarin dogru olarak yorumlanmasini, gerektirir.



Sonlu Eleman Yonteminin diger niimerik yontemlere
gore avantajlar

a) Kullanilan sonlu elemanlarin boyutlarinin  ve
sekillerinin degiskenligi nedeniyle ele alian bir cismin
geometrisi tam olarak temsil edilebilir.

b) Bir veya birden cok delik veya koseleri olan
bolgeler kolaylikla incelenebilir.

c) Degisik malzeme ve geometrik 6zellikleri bulunan

cisimler incelenebilir.



d) Sebep sonuc iliskisine ait problemler, genel
direngenlik  matrisi ile birbirine baglanan
genellestirilmis  kuvvetler ve yer degistirmeler
cinsinden formiile edilebilir. Sonlu elemanlar
metodunun bu o6zelligi problemlerin anlasilmasim
ve c¢Oziilmesini hem mimkin kilar hem de
basitlestirir.

e) Sinir sartlar1 kolayca uygulanabilir.



Baslamadan Once;

» Dizaynin amaglarinin neler oldugunu belirlemek
gerekmektedir.

1. Neleri bilmeye ihtiyacin var.

2. SEA neden yapiyorsun?

» Dizayn kriteri nedir?

Yapilan dizayni1 degerlendirmek 1¢in hangi
miihendislik kriter1 kullanilacaktir.



Planlama
» Ne bulmaya calisiyoruz?

» Yapiy1 modellerken neler dikkate alinacak ve neler
thmal edilebilir?

» Sinir kosullar1 ve yiikler nelerdir?

» Gerilmeler, deplasmanlar (yer degistirmeler),
frekans, burkulma veya sicaklik gibi degiskenlerden
hangilerini bilmeniz gerekmektedir?

» Sonlu elemanlar analizi sonuclarini dogrulamak
amaciyla yapilan elle basit hesaplamalar, deney
sonuclari, yapmin nasil davranacagr ve hangi
rakamlarin anlamli olacagina dair fikir verecektir.



Dogru Sonuclar Elde Etmek :

» Problemin fizigini anlamaya,
» Elemanlarin nasil hareket edecegini anlamaya,
» Dogru eleman, eleman sayis1 ve dagilimi se¢cmeye,

» Sonuglart degerlendirme ve dogru sonuclarin elde

edilmesi icin modelde gerekli diizeltmelerin yapilmasina,

» Yapilan varsaymmlarin ve basitlestirmelerin etkilerinin

anlasilmasina baghdir.



SEA Prosesleri

1. Analiz tipin1 segcmek
2. Malzeme ozelliklerini secmek

3. Model geometrisini olusturmak Create
model geometry (Ag yapis1 dahil)

4, Siir sartlarini uygulamak
5. Yiukler: uygulamak

6. Cozimi optimize etmek



SEA programlar1 fiziksel modelin CAD sunumunu
kullanmaktadir. Program bu parcayi alt parcalara ayirir
bunlar sonlu eleman olarak adlandirilir. Alt parcalara
ayirma islemine mesh aglara bolme denmektedir.
Daha 1yl ag (daha cok eleman) fiziksel modelin
matematik olarak daha 1yi ifade edilmesi demektir. Bir
elemanin birincil amaci1 1ki nodu yayla birbirine
baglamaktir. Eleman tipi problemin tipine gore

degismektedir.



Analiz Tipi
» Statik veya dinamik mi?

» Yiikler yavas bir sekilde veya aniden mi

uygulaniyor?
Titresimler? Deprem?

» Lineer veya nonlineer?

= Deplasmanlar biiyiik mii?
= Nonlineer malzeme?
= Contact(Temas)?



» Statik analiz atalet ve sonum etkilerini thmal eder.

» Dinamik ve statik analiz se¢iminde yiikleri

zamana bagli olarak kullanabilirsiniz.

Eger nispl uygulama zamani uzun ve yiik sabit ise

statik analiz secilebilir.

» Genel olarak, kuvvetin uyarma frekansi yapinin en
diisiik dogal frekansimin 1/3’linden az Ise statik

analiz kabul edilebilir.



Lineer veya Nonlineer

Nonlineer yapisal davranislar, yapi rijitligini
degistirmektedir.

Cesitli non-lineer durum tipleri :

» Geometrik

» Malzeme (e.g., plasticity, hyperelasticity)

» Degisen durumlar (e.g., contact)



Sonlu elemanlar metodunun temel prensibi,
oncelikle bir elemana ait sistem 6zelliklerini iceren
denklemlerin cikartilip tiim sistemi temsil edecek
sekilde eleman denklemlerini birlestirerek sisteme
ait lineer denklem takiminin elde edilmesidir. Bir
elemana ait denklemlerin elde edilmesinde degisik
metotlar kullanilabilir. Bunlar icinde en cok

kullanilan dort temel yontem sunlardir: lagrange



1)Direkt yaklasim: Bu yaklasim daha cok tek boyutlu
ve basit problemler icin uygundur.

2)Varyasyonel yaklasim: Bir fonksiyonelin (bagimsiz
degiskeni fonksiyon olan bir fonksiyonun) ekstremize
yani maksimum ve minimum edilmesi demektir. Kati
cisim mekaniginde en c¢ok kullanmilan fonksiyoneller
potansiyel enerji prensibi, komplementer (tiimleyen)
potansiyel enerji prensibi ve Reissner prensibi olarak
sayilabilir. Fonksiyonelin birinci tiirevinin sifir oldugu
noktada fonksiyonu ekstremize eden degerler bulunur.
Ikinci tiirevinin sifirdan biiyiik veya kiiciik olmasina
gore bu degerin maksimum veya minimum oldugu
anlagsilir.




3)Agirlikli kalanlar yaklasimi: Bir fonksiyonun
cesitli degerler karsiliginda elde edilen yaklasik
¢Oozimi Ile gercek c¢Oziim arasindaki farklarin bir
agirlik fonksiyonu ile c¢arpilarak toplamlarim
minimize etme islemine "agirhkli kalanlar
yaklagimi" denir. Bu yaklasim kullanilarak eleman
ozelliklerinin elde edilmesinin avantaji,
fonksiyonellerin elde edilemedigi problemlerde
uygulanabilir olmasidir.

A)Enerji dengesi yaklasimi: Bir sisteme giren ve
cikan termal veya mekanik enerjilerin esitligi
Ilkesine dayanir. Bu yaklasim bir fonksiyonele
thtiya¢ gostermez.




Agirlikli Kalanlar ( Artiklar ) Yontemi

L(y(x)) =f(x) VxeQ seklinde alinan esitlikte L, diferansiyel operator, x ise 2 bolgesinin

lizerinde alinan bir nokta olmak lizere, bolge lizerindeki hata fonksiyonu asagidaki gibi

yazilir:
£q(X) = L(y(x)) - f(x) (1)

Yaklasik ¢oziim i¢in se¢ilen fonksiyonlar;
N

() = D a0, (x) (2)
i=1

olarak alinabilir. a,, x’den bagimsiz sabit terimler, ¢,(x)ise tam bir fonksiyon (polinomlar,

trigonometrik fonksiyonlar gibi) ailesinin elamani olan baz fonksiyonlaridir.



Agirlikl artik fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

[ LX) - 1% ()de =0 3)

Q

Bolge noktalar1 i¢in W(Xx), agirlik fonksiyonlaridir. (3) denkleminde, (2) esitliginde verilen

yaklasik deneme fonksiyonu yerine yazildiginda, hatay1r bolge lizerinde yaymamizi saglayan

agirlikli artik fonksiyonu;
JIL 20,(x)) - o] ¥ (x)der = 0 (4)

olarak bulunur,.



Bir uygulama tizerinde Agirlikli Kalan Yontemlerini
asagidaki gibi inceleyebiliriz.

Uygulama
y'(X) + y(x) =X (5)

diferansiyel denklemini,

x=0 da y(0)=0,

x=0day’(0)=0

sinir sartlarimi saglayacak sekilde, agirlikli kalan
yontemler1 ile ¢Oziiniiz.



x =0da y0) =0 ve x =0da y'(0)=0 smir sartlarin1 saglayan, yaklasik deneme

fonksiyonunu;
y(X) = ax’+ bx* (6)
seklinde secebiliriz.

hata fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:
£,(X) = 2ax + 4bx® + ax® +bx*-x (7)

Agirlikh artik fonksiyonu,

L

I(Zax + 4bx® +ax® + bx* —x)¥(x)dx =0 (8)
0

seklinde yazilir.



Denklemin tanimli oldugu bolge, X e[0,L] almarak, agirlikli artik yontemleri, asagida

incelenmistir.
Nokta kollokasyon yontemi

Bu yontemde, hatay1 bolge lizerinde se¢ilen noktalar i¢in sifira esitlemek suretiyle, denklem
(5)’te verilen a ve b sabitleri hesaplanmaya calisilir. Bu yontemlerde denklem sayisi,
bilinmeyen sabit sayis1 kadar olmasi gerektiginden bolge {lizerinde se¢ilen noktalarin sayisi,

bilinmeyen sabit terimler kadar olmalidir.



x = L /2 ve x = L olarak secilen bolge tizerindeki iki nokta i¢in, (7) denklemindeki hata

fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

L bL® al® bL* L
e,(x=—)=al+—+—+—-—=0 9
o 2) 2 4 16 2 ®)
£,(x =L)=2al+4bL’+ al’+ bL'- L=0 (10)

(9) ve (10) denklemleri ¢oziildiigiinde (6) denklemindeki a ve b sabitler1 bulunarak yaklasik

deneme fonksiyonu elde edilir.



b1 I? bIL!
solve Lhr | PY 2L 2 Do,
2 4 16 2
2aL04bl’al? bL' L0 O LA, b
- 2407 1L - i
Out[1]= ,boC
A8 22 L1312 I, 18 °02P1,.0312
Inf2l:= LO1;
124 177 L
In[3]:= all
48 1221.71312
31
ou[3= 0——
73
In[4:= b0 O | f
Na|.=
L U802DPT.1312
4
Out[d]= 01—
73
31 4
v 0 X
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Momentler yontemi

Bu yontemde, (8) denkleminde gosterilen agirlikli artik fonksiyonunda, bilinmeyen sayisina
bagli olarak, hatanin orijine gére momentleri, yani hata fonksiyonun agirlik fonksiyonlari
(1, x, X2 X ) ile ¢arpilmis hali, sifira esitlenerek elde edilen denklemler asagidaki gibi

yazilabilir:

Hatanin sifirinct momenti;

L
j(Zax + 4bx® + ax® +bx* —x)1dx =0 (11)

0

Hatanin birinci momenti;

L

j(2ax + 4bx® + ax® +bx* —x)xdx =0 (12)
0

(11) ve (12) denklemlerindeki integrasyon islemleri yapildiktan sonra elde edilen
denklemlerden a ve b sabit terimleri cekilerek (6) denkleminde verilen yaklasik deneme

fonksiyonu bulunur,



x_E|4bx3Dax2Db X mx_[ib

In[1]:= Solj

Abx’ax’* O bx'Ox 10 &
0
hT, | | | 5|
Out[1]= Ua—_!_.p D |_|_
[l 24 91,012 21, bacolor? L
2= LO1;
3 40T | |
In[3:= al
24 9L 12
15
ou[3]= am —
34

5
In[4]:= b1 [ | \_I
il 21, PaColLOT2

5
Out[4= b0 0
68




Alt bolge kollokasyon yontemi

Bu yontemde hata fonksiyonu, bilinmeyen sayisina bagli olarak, bolge lizerinde alt bolgeler
icin sifirlanmaya calisilir. Bu bolgelerdeki agirlik fonksiyonun siddeti de bir olarak alinir. Bu

aciklamalar 1s181nda (8) denklemindeki agirlikl artik fonksiyonu;

(2ax + 4bx® + ax® + bx* —x)1dx =0 (13)

(2ax + 4bx® + ax® + bx* —=x)1dx =0 (14)

N | M ey

seklinde yazilabilir. (13) ve (14) denklemlerindeki integrasyonlar yapilip, ¢ikan ifadelerden a

ve b sabit terimleri elde edildikten sonra (6) denklemindeki yaklasik deneme fonksiyonu
bulunur.



s x14bx’ Dax’ CbETX

0 L4 ql’ h

x14bx’ ax’* 1bx"x n

2

|L 3 ROl 70T, | | | 10
out[1]= L , b\
2 POO3NT1,.0312 L POO3N TL.0312
Inf2:= LO1;
3 RO L] | \
In[3]:= all
2 P03 TLI3I2
111
out[3]= al ——
248
1
In[4]:= bO O 0 ‘ \
L BOCIIT,1312
Out[4]= b O 1>
02
111 5 4

E



Galerkin yontemi

Galerkin yonteminde, agirlik fonksiyonlar1 olarak baz fonksiyonlar1 segilir. (6) denklemindeki
yaklagik deneme fonksiyonunda bulunan x° ve x* baz fonksiyonlari, (8) denkleminde

kullanilarak, hata bolge tizerinde integre edildiginde asagidaki esitlikler elde edilir:

L

I(Zax +4bx® + ax® +bx* —x)x%dx =0 (15)
0

L

I(Zax + 4bx® + ax® +bx* —x)x*dx =0 (16)
0

(15) ve (16) denklemlerindeki integrasyon sonucunda ¢ikan ifadelerden, ¢ekilebilecek olan a

ve b sabitleri, (6) denklemindeki yaklasik deneme fonksiyonunun bulunmasini saglar.



In[1]:= Sol A4bx’ Tax* by

4bx3[ax2 [bx4 x

0

|L 35 021 | | 21 L__
Out[1]= B[ ,bD\D |
2 P45 111211612 L P45 1112 L01612

In[3:= LU 1;

4 - | 35|VT9TI| |
= a
"4 2 bas 112171612 J

315
Out[d]= ad —
746
In[5]:= b0 O | 21
n =
I P45°1121.71612 \_|
21
outjs]= b0 0——
373
315 21 ,
y [



En kiiciik kareler yontemi
Bu yontemde;
I[SQ (x)]’dx ifadesi minimum yapilmaya c¢alisihr. a; (i = 1,2,3...) degerleri x’den bagimsiz

sabitler olmak tizere asagidaki ifadeler yazilabilir:

0 2
5o a0 A0 =0 a7
9,
2{ [ea()]—— I (x)1d(x) = 0 (18)
0

G_[SQ (x)] ifadeleri agirlik fonksiyonlar1 olduguna gore (5) esitligindeki 6rnek denklem i¢in
a.

agirlik fonksiyonlar1 asagidaki gibi alinir:

agQ (X) — X + X2 (19)
oa
0g,, (X) VI (20)



(19) ve (20) agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak (8) denklemi asagidaki gibi yazilir:

L
J.(Zax +4bx® + ax® +bx*—x)(2x +x*)dx =0 (21)
0
L
j (2ax + 4bx® + ax? +bx* —x)(4x3+ x*)dx =0 (22)
0

Yukaridaki iki denklemi kullanarak a ve b sabit terimleri, dolayisiyla (6) denkleminde verilen

yaklasik deneme fonksiyonunu bulunur.
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SEY ile coziimdeki adimlar sunlardir:

a) Cismin sonlu elemanlara boliinmesi,

b) Interpolasyon fonksiyonlarmin sec¢imi,

c) Eleman direngenlik matrisinin teskili,

d) Sistem direngenlik matrisinin hesaplanmasi,
e) Sisteme etki eden kuvvetlerin bulunmasi,

f) Sinir sartlarinin belirlenmesi,

g) Sistem denklemlerinin ¢oziimii.



Sonlu eleman probleminin ¢6ziimiinde 1k adim
eleman tipinin belirlenmesi ve ¢oziim bodlgesinin
elemanlara  ayrilmasidir.  Coziim  bdlgesinin
geometrik yapisi belirlenerek bu geometrik yapiya en
uygun gelecek elemanlar secilmelidir. Secilen
elemanlarin ¢6ziim boélgesini temsil etme oraninda,
elde edilecek neticeler gercek coziime yaklasmis
olacaktir. Sonlu elemanlar metodunda kullanilan

elemanlar boyutlarina goére dort kisma ayrilabilir:



a) Tek boyutlu elemanlar: Bu elemanlar tek boyutlu
olarak ifade edilebilen problemlerin ¢6ziimiinde kullanilir.
b) Iki boyutlu elemanlar: 1ki boyutlu (diizlem)
problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilirlar. Bu grubun temel
eleman: {i¢ diigiimlii iicgen elemandir. Ucgen elemanin
alt1, dokuz ve daha fazla diigiim ihtiva eden c¢esitleri de
vardir.  Diigim  sayist1  secilecek  Interpolasyon
fonksiyonunun derecesine gore belirlenir. Uggen eleman,
¢Ooziim bolgesini aslina uygun olarak temsil etmesi
bakimindan kullaishi bir eleman tipidir. Iki iicgen
elemanin birlesmesiyle meydana gelen dortgen eleman,
problemin  geometrisine uyum sagladigi  ol¢iide
kullanigliligi olan bir elemandir. Dort veya daha fazla
diigiimli olabilir. Dortgen eleman cogu zaman 6zel hal
olan dikdortgen eleman seklinde kullanilir.




c) Donel elemanlar: Eksenel simetrik o6zellik
gosteren problemlerin ¢oéziimiinde donel elemanlar
kullanilir. Bu elemanlar bir veya i1kl boyutlu
elemanlarin simetri ekseni etrafinda bir tam donme
yapmasiyla olusurlar. Gerg¢ekte lic boyutlu olan bu
elemanlar, eksenel simetrik problemleri iki boyutlu
problem gibi ¢6zme olanagr sagladigi icin ¢ok
kullanishdairlar.

d) Uc boyutlu elemanlar: Bu grupta temel eleman
ticgen piramittir. Bunun disinda dikdortgenler
prizmast veya daha genel olarak alt1 yiizeyli
elemanlar, {ic boyutlu problemlerin ¢o6ziimiinde
kullanilan eleman tipleridir.



Interpolasyon Fonksiyonlarmm Secimi: Interpolasyon fonksiyonu
alan degiskeninin (gerilme, yer degistirme, sicaklik vb.) eleman
tizerindeki  degisimini  temsil  etmektedir.  Interpolasyon
fonksiyonunun belirlenmesi secilen eleman tipine ve c¢oziilecek
denklemin derecesine baglhdir. Ayrica interpolasyon fonksiyonlar1 su
sartlar1 saglamalidir:

a- Interpolasyon fonksiyonunda bulunan alan degiskeni ve alan
degiskeninin en yiiksek mertebeden bir 6nceki mertebeye kadar olan
kismi tiirevleri eleman sinirlarinda siirekli olmalidir.

b- Interpolasyon fonksiyonunda bulunan alan degiskeninin biitiin
tiirevleri, eleman boyutlar1 limitte sifira gitse bile alan degiskenini
karakterize etmelidir.

c- Secilen iInterpolasyon fonksiyonu koordinat degisimlerinden
etkilenmemelidir.

Hem yukardaki sartlar1 saglamalar1 hemde tiirev ve integral almadaki
kolayligindan dolay1 interpolasyon fonksiyonu olarak genelde
polinomlar  secilir.  Secilen polinom, yukanidaki sartlarin
gerceklesmesi icin uygun terimleri ihtiva etmelidir.



Eleman Direngenlik Matrisinin Elde Edilmesi: Eleman
direngenliginin bulunmasi, elemana etki eden dis
etkenler ile alan degiskenleri arasinda bir iliski kurmak
anlamina gelmektedir. Eleman direngenligini elde
ederken coziilecek problemin konusu, alan degiskeni,
secilen eleman tipl, secilen Interpolasyon fonksiyonu,
eleman 6zelliklerini elde ederken kullanilan metod gibi
pek cok faktér gdz Oniine alinmak durumundadir. Etki
eden bu faktorlere gore de eleman direngenliginin elde

edilmesinde degisik yollar izlenir.



Sistem Direngenlik Matrisinin Teskili:Sistem
direngenlik matrisi sistemin diigiim sayis1 ve her
diigiimdeki serbestlik derecesine bagli olarak belirlenir.
Elemanlar icin hesaplanan direngenlik matrislerti,
elemanin iizerindeki diiglim numaralarina bagli olarak
genel direngenlik matrisinde i1lgili satir ve siitununa
yerlestirilir. Farkli elemanlar tarafindan ortak kullanilan
diigiimlerdeki terimler genel direngenlik matrisinin ilgili
satir ve sutununda ust tste toplanmalidir. Elemanlarin
diigiim numaralamas: Dbir sistematige gore yapilirsa
genel direngenlik matrisinde elemanlar diagonal
lizerinde st iiste toplanir. Genelde direngenlik matrisi
simetriktir.




Sisteme Etki Eden Kuvvetlerin  Bulunmasi: Bir
problemde sisteme etki edebilecek kuvvetler sunlar
olabilir:

-Tekil Kuvvetler: Tekil kuvvetler hangi elemanin hangi
diigimiine ne yonde etki ediyorsa genel Kkuvvet
vektoriinde etki ettigi diigiime karsilik gelen satira
yerlestirilir. Problemin cinsine gore tekil yiik kavrami
degisebilir Ornegin 1s1 iletimi probleminde elastisite
problemindeki tekil yiike karsilik noktasal 1s1 kaynagi
veya tanimli 1s1 akis1 yuklert bulunmaktadir.

-Yayili Kuvvetler: Bu kuvvetler bir kenar boyunca yada
bir alanda etkili olurlar.

-Kiitle kuvvetleri: Eleman hacmi icin gecerli olan
merkezkac¢ kuvveti ve agirlik kuvvetleri gibi kuvvetlerdir.



Siir Sartlarinin  Belirlenmesi: Her problemin tabii
olarak yada yapay smir sartlar1 vardir. Sinir sartlari,
cismin cesitl kisimlarindaki elastik  yer
degistirmelerin Olciilebilecegi bir referans saglar. Bir
cubuk elaman ele alalim (Sekil 1a). Bu eleman ic¢in bir
smir ~ sart1  tanimlanmazsa, etki eden digim
kuvvetlerinin biiyiik, kiiclik yada esit olmasia gore
hareket eder ve deplasman u, =u, olarak ¢ubukta rijit

cisim hareketi gozlenir.



Sekil 1 Konsol Kiris sonlu eleman modeli



Birinci durumdaki rijit cisim hareketi genel direngenlik
matrisinin tekil olmasma sebep olur. Bu durum u, ve u,
'nin  Olciilecegi bir referans noktasinin belirlenmemis
olmasina baglanabilir. Gercekte bir referans noktasi
saglanmak zorundadir. Ayni ¢cubugu (Sekil 1b.) deki gibi
diusundugumiizde;

u=F:'k

seklinde Ifade edebiliriz. Clinkii u; =0 g¢ubugun smir
sartidir. Boylece sinir sartlari; cismin belli parcasinda veya
parcalarindaki yer degistirmelerde yapilan kisitlamalardir
denilebilir. Bu kisitlamalar, cismin rijit yer degistirmesine
engel olur ve uygulanan dis yiiklerin cisim tarafindan
tasinmasini saglar. Ayni smir sartlari problemin cinsine
gore sonlu elemanlar metodunun uygulandigr diger
vektorel ve skaler alan problemleri i¢cin de tanimlanr.



Sistem Denkleminin Cozimii: Cozim icin, Sistemin
smnir  sartlar1 da gbdz Oniline almarak direngenlik
matrisinin tersini almak vyeterlidir. Fakat bilgisayar
kapasitesi ve bilgisayar zamani acisindan cok biiyiik
matrislerin ¢oziimiinii ters alma islemi ile yapmak
yerine Gauss eliminasyon metodu ile daha az kapasite

ve daha kisa siirede yapmak miimkiin olmaktadir.



Potansiyel Enerj1 (Yaklasik ¢oziim 1¢1n)

Potansiyel enerji, sistemin konumunu belirleyen
koordinatlara bagli olarak bir integral ifade ile elde
edilebilir. Siir sartlarin1 ger¢ekleyen durumlarda cismin
dengede olabilmesi 1i¢in potansiyel enerjinin  bir
ekstremde olmasi gerekir. Bir ¢cok durumda bu ekstrem
deger bir minimumdur ve bu nedenle yontem minimum

potansiyel enerji yontemi olarak adlandirilir.



Ornegin, rastgele yiiklenmis basit mesnetli bir kiriste kirisin
¢okme egrisi arastiriliyor olsun. Miimkiin olan bir ¢cok ¢okme
egrisi arasinda gercek cOkme egrisi, verilen smir sartlari
altinda kiris 1¢in yazilacak potansiyel enerji ifadesinin
minimum olmasimi saglayan egri olacaktir. Bunda da i¢
Kuvvetler tarafindan meydana getirilen potansiyel enerji ile dis

kuvvetlerin olusturdugu potansiyel enerji etkili olacaktir. I¢

Kuvvetlerin potansiyel enerjisi sekil degistirme enerjisinden,
dis kuvvetlerinki de uygulanan kuvvet sebebiyle meydana

gelen yer degistirmenin ¢arpimu (is) seklinde bulunur.



IT=U+W (1)

U sekil degistirme enerjisini, W Ise is potansiyelini
gostermektedir. Sekil degistirme enerjisi asagidaki
gibidir.

U ==~ [ sy 2

{u}=[u, v w] deplasmanlar1 (yer degistirmeleri),
{t}=[fx, fy, fz] kiitle kuvvetlerini, {T}={Tx, Ty, Tz]

yiizey kuvvetlerini ve {P}1 de tekil kuvvetleri

gostermek iizere, 1s potansiyeli ise asagidaki gibidir.



__J y (AT 1S — ",T{u} {P} (3)

(-) isareti potansiyel enerjinin kaybr (azalmasi) anlamina
gelir veya dis kuvvetlerin yaptig: is negatif alinir seklinde
aciklanabilir

Bu durumda toplam potansiyel enerji,

17 = [adv— [ fu {fdv— [{u} {T}ds - 3 fu,} (B} @)
Minimizasyon i¢in asagidaki ifade kullanilir.
arr

ciu}

(5)



Rayleigh-Ritz Yontemi

Bu yontem, Toplam Potansiyel Enerjinin minimize
edilmesi esasina dayanur.

Smir  kosullarmi saglayan, vyaklasik bir deneme
fonksiyonu, toplam potansiyel enerji denkleminde
yerine yazilir, toplam potansiyel enerjinin, yaklasik
deneme fonksiyonunun sabit terimine gore tiirevi
Ifadesinin, sifira esitlendigi denklem ¢oziilerek yaklasik

deneme fonksiyonunun sabit terimi bulunur,
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Bir Boyutlu Problemler

Bir boyutlu problemlerde gerilme {c}, sekil degistirme
{e}, yer degistirme {u} ve yikleme ({T} ve {f})
yalnizca bir boyut degiskenine (X) baghdir. Bu
durumda ilgili vektorler asagidaki sekilde verilebilir.

uf ={ux)} {o} ={ox); {&}={sx);
(1)
(I} ={ T(x)} {77 ={/x)}

Gerilme-sekil degistirme ve sekil degistirme-yer
degistirme 1ligkisi,
du

og=Ees g=— (2)

dx



Diferansiyel hacim (dV) ifadest;

dV =A.dx (3)

Yiiklemeler genelde kiitle (agirlik) kuvvetleri ({f}),
yiizey kuvvetleri ({T}) ve tekil yiik ({P;}) olmak tizere
tic sekilde bulunur. Bu kuvvetlerin bir cisim iizerindeki
konumlar1 Sekil 1°de gosterilmistir. Kiitle kuvvetleri,
tiim hacme dagilmis kuvvetler olup yer¢ekimi nedeniyle
olusan cismin agirligi buna ornektir. Yiizey kuvvetleri
cismin yiizeyine dagilmis kuvvetler olup birim ylizey

alanina diisen kuvvet olarak ele alinir.



Bir boyutlu problemlerde yiizey kuvveti birim boya
etkiyen kuvvet olarak ta tanmimlanabilir. Siirtiinme
nedeniyle olusan kuvvetler ve basing kuvvetleri buna
ornek olarak gosterilebilir. Yiizey kuvveti birim alana

diisen kuvvet ile kesit alanin carpimi olarak ele alinir.

Son olarak {P;}, 1 noktasina etki eden tekil kuvvet ve
{u} de Dbu noktanin X dogrultusundaki yer

degistirmesidir.



[P 1
Hll‘l”L o
l f ) ,T 1. ; =
llhl, \ / 7
|G T A ;

Sekil 1. Kiitle kuvvetleri, ylizey kuvvetleri ve tekil
kuvvetler altindaki ¢cubugun sonlu elemanlar model.



SONLU ELEMAN MODELLEMESI
Elemanlara ayirma

Sekil 1°deki ¢cubugu g6z Oniine alalim. Sonlu eleman
modellemesinde ilk olarak, cubuk belirli sayida sabit
kesitli elemanlardan meydana gelmis kademeli cubuk
olarak ele alinir. Burada ¢cubugu dort eleman kullanarak
modelleyelim. Bu isi yapmanin en kolay yolu ¢ubugu
Sekil 1b'deki gibi dort bolgeye ayirmaktir. Bundan sonra
her bir bolgenin ortalama kesit alan1 bulunarak eleman
tanimlamalarinda bu deger kullanilir. Ele alinan ¢ubugun
dort eleman ve bes diiglimden olusan sonlu eleman
modeli Sekil 1c’de gosterilmistir.  Sonlu eleman
modelinde biitiin elemanlar diiglim noktalarindan
birbirine bagli olarak diistiniiliir.



Sekil 1c'de eleman numaralari, diigiim numaralarindan
ayirt edilmesi icin yuvarlak i¢cine alinmistir. Gortildiigi
gibi, kesit alani, yiizey kuvveti ve kiitle kuvvetleri her
eleman icin sabitti. Dogal olarak kesit alanlar1 ve
kuvvetler siddetleri bakimindan elemandan elemana
degisebilirler. Eleman sayilar1 artirilarak daha 1yl
sonuclar elde edilebilir. Tekil yiiklerin uygulanmis
oldugu noktalarin diigiim noktas1 olarak secilmesi
gerekir. Cisme etkiyen diger kuvvetler de yalnizca

diigiim noktalarindan etki ediyormus gibi ele alinirlar.



Numaralandirma Yontemi

Karmasik bir geometriye sahip bir cisim belirli sayida,
diizgiin sekilli ve benzer elemanlara ayrilmalidir.
Elemanlarin  birbirine benzer alinmasimin sebebi,
modelin bilgisayar ortamina aktarilmasinin
kolaylastirilmasidir. Bu aktarim uygun bir numaralama
yontemi gelistirilmesi ile daha da kolay hale getirilebilir.
Burada bu yontemlerden birisi verilecektir. Serbestlik
dereceleri, diigiim deplasmanlari, diiglim yikler:i ve
elemanlar arasinda  siireklilik  sonlu  elemanlar
metodunun uygulamasinda ve bilgisayar ortamina
aktarilmasindaki temel noktalardir ve bu nedenle bu
kavramlarin 1yl anlasilmasi ve uygun sekilde tatbik
edilmesi gerekmektedir.



Bir boyutlu problemde her diiglimiin sadece =+Xx
dogrultusunda hareketine miisaade edilir. Bu yiizden
her diigiim sadece bir serbestlik derecesine (SD)
sahiptir. Sekil 1c'de verilen 5 diigiimlii sonlu eleman
modelinde 5 serbestlik derecesi vardir. Her
serbestlik derecesindeki deplasman Q,Q,,...Q: 1le
gosterilir. Bu durumda global deplasman vektori

olarak adlandirilan {Q}, {Q}=1[ Q, Q5,....Qc 1 1)

bir sutun vektorudiir.



{F} ile gosterilen global kuvvet vektori {F}= [ F;,
Foperiinnns F. ] dir. Global kuvvet ve deplasman
vektorleri Sekil 2'de gosterilmistir. +X yonii kuvvet ve
deplasman icin pozitif yon olarak almnir. Bundan
sonra smir sartlar1 géz Oniine almir. Ele aldigimiz
problem i¢cin 1 numarali digim tutulmustur,
dolayisiyla Q, = O'dir. Sinir sartlar1 daha sonra i1zah

edilecektir.



l QI? FJ'

) {0}=[01,0:,05,04,05]"

Q. F

) {F}=[F1, Fy, F5, Fy, FsJ'
l QirFE

.
.l. Q4 F{

;i QJTJF.‘-"

X

Sekil 2. Deplasman ve kuvvet vektdrleri



Her elemanda 2 diigiim vardir, dolayisiyla elemanlar
arasindaki stireklilik bilgilert Sekil 3’teki gibi bir tablo
halinde elde edilebilir. Tablo bashigindaki 1 ve 2
rakamlar1 elemanin lokal diigiim numaralarini, tablo
icindeki rakamlar ise global diiglim numaralarini
gostermektedir. Lokal diiglim numaralar1 ile global
diigim numaralar1 arasindaki uyumluluk elemanlar
arasinda sureklik saglar. Bu oOrnekte, 1. digumin
numarasi ayni zamanda 1. elemanin da numarasi
oldugundan tanmimlama basitce yapilabilmektedir. Daha
karmasik ~ geometrilerde  siireklilik  tablosunun
yapilmasina ihtiyac¢ duyulur.



» @ O @
[ ] [ ] ) ] —» X
Q- Q Qs Q4 Qs

(Global Numaralama

1 - 2 Eleman
B ) No Diigiim No
- . e 1 2 Lokal numara
2 Q 1 1 2
Lokal Numaralama 2 2 3 Global
3 3 4 numara
4 4 3

Sekil 3. Elemanlar arasinda siireklilik



Koordinatlar ve sekil fonksiyonlari

Iki diigiimlii bir cubuk eleman (e) ele alalim (Sekil 4a).
Lokal numaralandirma ile ilk diiglimiin numaras: 1,
digerininki Ise 2 olarak numaralandirilir. Buradan,
birinci diiglimiin koordinatt X; ve IKIncl digimiin
koordinat1 X, dir. Buradan, elemanin orta noktasina gore
herhangi bir noktasinin yerini —1 ile 1 degerleri arasinda
bulmak icin r 1le gosterilen bir dogal koordinat sistemi
tanimlayalim.

-

Fi—

(x—x,)-1 (4)
X, — X,

Birincl diigiimde r=-1, ikinci diigiimde Ise r=1 degerini
almaktadir. (Sekil 4b). Bu koordinat sistemi, sekil
fonksiyonlarinin tanimlanmasinda kullanilir.
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Bir eleman i¢indeki bilinmeyen yer degistirmeler
lineer bir interpolasyon fonksiyonu ile hesaplanmaya
calisilir (Sekil 5). Yaklasik bir c¢coziim olan bu
yontemde dogruluk degeri ancak daha fazla sayida
elemana bolmek suretiyle artirilabilir. Bu lineer
Interpolasyonu uygulamak icin asagidaki sekilde

lineer sekil fonksiyonlar1 tanimlanar.



|_I.
o
| -
|_I.
-

N, (r) = '
(5)

(6)



Sekil 6a ve 6b'de N; ve N, sekil fonksiyonlar
gosterilmistir. N, sekil fonksiyonunun grafigi
denklem 5’ten yararlanilarak ¢izilmistir. Burada r=-1'
de N,=1 ve r=1 de N; = 0 olduguna dikkat
edilmelidir. Iki noktadan bir dogru gectigi dikkate
alimirsa Sekil 7a elde edilir. Benzer olarak, N, sekil
fonksiyonunun grafigi olan Sekil 7b, denklem 6'dan
elde edilir. Sekil fonksiyonlar1 tanimlandiktan sonra
elemandaki yer degistirmeler, diigiim deplasmanlari
q, Ve g, ye bagli olarak su sekilde elde edilir.

u=Nig:+N:zq: (7a)
Matris gosterimi ile,
u} = [NJ{q; (7b)



[N] = [Nl-i 1] ve {'-?} = {‘?1-?2 }I (8)

th a1

Uglinmey U inees

Sekil 5. Bir elemanda lineer interpolasyon fonksivonunun degisimi



Sekil 6. (a) N; sekil fonksivonu, (b) N> sekil fonksivonu ve (c) N; ve N> kullanilarak
elde edilen lineer interpolasyon

Eleman yer degistirme vektoriini olan {q}, (7a)'da verildigi
izere birinci diiglimde u = qq, Ikincl diigimde u = q,
durumunu saglamaktadir. Sekil fonksiyonlarmin o6zelligi
geregi IKI diigiim arasinda “u” lineer olarak degismektedir.
(4) 1adesinden yararlanarak global ve lokal koordinatlar
arsindaki dontisiim sekil fonksiyonlar yardimiyla,

¥y =Nijx; + N>x> (9)



Gortldiigi gibi hem deplasmanlar (esitlik 7a), hem de
koordinatlar (esitlik 9) aym sekil fonksiyonlar
yardimiyla Ifade edilmektedir. Bu durum izoparametrik
(es parametreli) formiilasyon olarak adlandirilmaktadir.
Burada her ne kadar lineer interpolasyon fonksiyonlari
verilmis Ise de eleman icerisinde birinci tiirevin sonlu
olmasi ve eleman sinirlarinda deplasmanlarin siirekli
olmasi sartiyla baska sekil fonksiyonlarinin secilmesi de

mumkuindur.



Ornekl: Sekilde verilen durum igin, (a) P noktasinda r, Ni ve N: vi olusturunuz. (b) Eger
q1=0,003 mm ve q:= -0.005 mm ise P noktasindaki q ver degistirmesini bulunuz.

a) (4) kullamlarak p noktasimn r
koordinan sdyle bulunur:

2
r,=—(24-20)-1=-0.5
> =16 )

X

Buradan (3) ve (6) dan Ni=0.75ve
N>=0.25 olur,

b) (7a) kullamlarak p noktasindaki deplasman
up = 0.75(0.003) + 0.25(-0.005) = 0.001 mm bulunur.



(2)'de verilen sekil degistirme-yer degistirme iliskisi
(e=du/dx) ve zincir kural1 kullanilarak;

_dudr
 dr dx

g (10)

x ve r arasindaki 1liskiden;

dr

| G

= (11)

1-r 1+r

u=Nigi+N:gz = g, +—4: oldugundan,;

du — 49, + 95

dr 2




(10) ifadesinden,

1

.-!I.-: - 1-_

£= (¢, —q-) (13)

Matris formunda,
{g} = [B] {q} (14)

[B] (1x2), boyutlarinda olup eleman sekil degistirme-yer
degistirme matrisi olarak adlandirilir.

Bl-——[-1 1 (15)

.-!I.-: _Il



Lineer sekil fonksiyonlar1 kullanimi sebebiyle [B] sabit
bir matristir. Dolayisiyla bir eleman icindeki sekil
degistirme de sabittir. Hooke yasasindan gerilme;

{c} = E[Bq} (16)

Lineer sekil fonksiyonlar1 kullanimi sebebiyle, eleman
icinde gerilmenin de sabit oldugu goriiliir. Interpolasyon
amaciyla burada elde edilen gerilmenin elemanin
merkezinden gecen eksen iizerindeki gerilme oldugu
kabul edilebilir. (7b), (14) ve (16) ifadeleri sirasiyla,
diigiimlerdeki deplasman, sekil degistirme ve gerilme
arasindaki 1liskiyi ortaya koyar. Bu ifadeler cubuk
eleman icin potansiyel enerji ifadesinde yerlestirilerek
eleman rijitlik matrisi ve yiik vektoriinii bulmak i¢in
kullanilacaktir.



Potansiyel enerji yaklasimi

Toplam potansiyel enerji bir boyutlu problemler i¢in;

= —j (o} {e}ddx - | i tfiﬂdx jt“ T bdx — {HJ WP} (17)

?.

Burada {c}, gerilmeyi {e},birim sekil degistirmeleri,
{u}, deplasmanlar1 (yer degistirmeleri),{f} kiitle
kuvvetlerini ve {T} yiizey kuvvetlerini,géstermektedir.
Son terimdeki {P;}, 1 noktasinda U; deplasmanini
meydana getiren kuvvettir. u; ise 1 diiglimiinde X
yoniindeki deplasmandir. Eleman {izerindeki biitiin
diigiimler 1icin toplam potansiyel enerji ifadesi
asagidaki sekilde ifade edilebilir.



= —jc:r ﬂdifl—Tlu fﬂ{f‘l—Tlh‘TT{ﬁ TQP (18a)

& & g [ & i

Son terimde P;’ vyiiklerinin diigim noktalarindan
uygulandig1 dusuntilmektedir.

| o' gddx  almirsa;

I=..J||—

[[=2v.-3 [u” fadx -3 [u"Tdx - TQF (18b)

F‘F F‘ﬂ

U,, eleman sekil degistirme enerjisi olarak adlandirilir.



Eleman Rijitlik (Direngenlik) Matrisi

-1
U, =—| o addx (19)

= g

Ustteki sekil degistirme enerjisi ifadesinde, (14) ve (16)
da verilen gerilme ve sekil degistirme ifadeleri
yazildiginda,

U, =~ [ {g}"[BY E[B]{g} 4dx (200

veya

! | ([B]" E[B]A4dx){g} (20b)

':_':',
Iull—



Elemanin kesit alan1 (A,) sabittir. Aym1 zamanda [B]
de sabit bir matristir. (11)'deki

=
| S

L iIfadesinden,

dr=22"1 g (21a)

X, — X, = |, alinirsa,

I .
dx = ?n’r (21b)



Elemanin boyu (l,) ve - 1 <r <1 olmak iizere eleman
sekil degistirme enerjisi U, asagidaki gibi yazilabilir.

E,[BY [B][ drlig} 22)

E. elemaninin elastisite modiiliidiir.

1
rdr — 2 oldugundan. (15) den.

[J =

&

=g} AJFEF—z{ } 1 1 23)



‘ I 1-1 1

[k]., cubuk eleman i¢in eleman rijitlik (direngenlik) matrisi
olmak tizere,

] AE |1 -l
U, =={g}" = { }{q} (24)

i

U, =@k ) (25)

Eleman rijitlik matrisi ise,

E4 |1 -l
ke==""1_1 1 (26)

Burada sekil degistirme enerjisi bagintis1 ile U= % kx? ile
verilen basit yaydaki sekil degistirme enerjisi arasindaki
benzerlik goriilmektedir. Burada “k,” A.E, (axial rigidity)
carpimu Ile dogru orantili, eleman boyu ile de ters
orantilidir.



Kuvvet Terimleri

Toplam potansiyel enerji ifadesindeki kiitle kuvveti
terimini,

[ Lurﬂidx} inceleyelim.
u =N:1 g1 + Nag: yerine koyulursa,

A ve f de eleman i¢inde sabit oldugundan integral disina
cikarilirsa

j;fﬁ{d\- =A.f i (N1g, +N,q., Jdx (27)

Af[N, @
(28)

' fddx =q" .
}|‘ AfIN, dx



Sekil fonksiyonlarin integralleri dx= (Le/2) dr yazilarak
alinir ve 1fadede yerine konursa,

" AT i '!?811_?. : 'Iil.:l
Jf"nrlrf:x = j —dr =

4

(29)

1 .
Jh'3d1'=% [11:.* dr

| N.dx ve [N,dx ifadeleri benzer sekilde sekil fonksiyon
grafigi altinda kalan alan 1./2 yi verir. Dolayisiyla (28)

deki kutle kuvveti 1fadesi,



0

ju‘rﬁfidx =g’ A; fff'll (30a)

Ju” fadx={g}"[£.] (30b)

Goruldugu gibi kiitle kuvvet vektoru f, soyledir,

" .

f zﬂm (31)

q

Kiitle kuvvet vektorii, A l, elemanin hacmi ve f'de birim
hacimdeki kiitle kuvveti oldugundan, A.,f carpimi
elemana etkileyen toplam kiitle kuvvetini ifade eder.
(31)'deki ¥ ifadesi kiitle kuvvetinin 2 diigiime esit olarak
dagildigimi1 gostermektedir.



Simdi de toplam potansiyel enerji formiilasyonunda
bulunan yiizey kuvvetlerini inceleyelim.

jurﬂfx = [(qu, + N,q, ) Tdx (32)

ylizey kuvvetinin (T), elemanda sabit oldugu diistiniiliirse;

T| Ndx |

W Tdx=qg"y & ’ 33
’,[ 1 T| N,dx G3)

. &

[
J N, dx = IN ,dx =—- oldugundan,



[u” Tdx = {g}"[T,] (34)

&

.
[11]=Ti" H (35)

Goriildigi gibi eleman yiizey kuvveti de diiglimlere esit
olarak dagilmaktadir. Buraya kadar rijitlik matrisi [k.],
kiitle kuvvet vektorii [f,] ve ylizey kuvvet vektorlerini
[T.] bir eleman i¢in elde ettik. Elemanlar arasindaki
stirekliligi de elde ettikten sonra, (18) de verilen toplam
potansiyel enerji ifadesi,

[T=={oV [Klo}-{o} {F} 36)

2




