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Makine Mühendisliğinde 

Sonlu Elemanlar Yöntemi



Tabiatta karşılaşılan her olay fizik kanunları yardımıyla

ve matematik diliyle anlaşılmaya çalışılır.

Her olay kendine ait büyüklükler yardımıyla cebirsel, 

diferansiyel veya integral denklemler yardımıyla büyük 

oranda ifade edilebilir. 

Karmaşık bir problem, bilinen veya kavranması daha

kolay alt problemlere ayrılarak daha anlaşılır bir hale

getirilebilir. Oluşturulan alt problemler çözülüp

birleştirilerek esas problemin çözümü yapılabilir.



Örneğin; gerilme problemi, basit kiriş, plak, silindir,

küre gibi geometrisi bilinen şekillerle

sınırlandırılabilir. Bu elde edilen sonuçlar çoğu kez

problemin yaklaşık çözümüdür ve bazen doğrudan

bazen de bir katsayı ile düzeltilerek kullanılır.

Mühendislik uygulamalarında problemlerin

karmaşıklığı sebebiyle genellikle problemlerin tam

çözümü yerine, kabul edilebilir seviyede bir yaklaşık

çözüm tercih edilir.



Serbestlik Derecesi (Degrees of Freedom-Dof): Bir sistemin

bütün parçalarının herhangi bir zamanda konumlarının

tamamen belirli olması için gerekli birbirinden bağımsız

minimum koordinat sayısına serbestlik derecesi denir.

Uzayda bir noktaya maksimum 6 serbestlik derecesi

tanımlanabilir.

 Sonlu eleman maksimum 6 serbestlik derecesi kullanır.

Bir çok elemanı tanımlamak için 6 serbestlik

derecesinden daha az serbestlik derecesi kullanılması

yeterli olmaktadır.





Ayrık ve Sürekli Sistemler

 Sonlu sayıda serbestlik dereceli sistemlere ayrık sistem

denir.

Ayrık sistemin belirli değişkenlere göre durumu adi

diferansiyel denklemler kullanılarak incelenebilir.

 Serbestlik derecesi sonsuz olan sistemlere sürekli sistem

denir.

 Sürekli sistemin belirli değişkenlere göre durumu kısmi

türevli diferansiyel denklemler kullanılarak incelenebilir.

Sürekli sistem
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Şekil 1. deki tek taraftan ankastre mesnetlenmiş elastik

kirişin serbestlik derecesi sonsuzdur. Serbestlik derecesi

sonsuz olan sistemlerin hareketinin diferansiyel denklemi

kısmi türevli diferansiyel denklemdir.

Sonlu sistemler ise ayrık olarak adlandırılır ve hareketleri

adi diferansiyel denklemle gösterilebilir.

Şekil 1 Tek taraftan ankastre mesnetli elastik kiriş Şekil 2 Ayrık sistem

 x k x F(t)m  



Klasik rijit gövde analizi çoğu dinamik problemler için

yetersiz kalmaktadır. Elastik gövde yaklaşımı ise çok

sayıda kısmi türevli diferansiyel denklemin çözümünü

gerektirmektedir. Kompleks yapıları, özellikle homojen

olmayan yapıya sahip olanları, sonlu elemanlar

metoduyla (SEM) çözmek çok kolay olmaktadır. Metot

1950 yılında uçak ve uzay sanayinde gerilme analizi

için kullanılmaya başlanmıştır. Yöntemin esasları

üzerine yapılan çalışmalar sonucu kullanım sahası

genişlemiş olup ilerleyen bilgisayar teknolojisiyle

biyomekanikten nükleer teknolojiye farklı sahalarda

yaygın olarak kullanılmaktadır. Günümüzde yapısal

analiz için yapılan araştırmalarda sonlu elemanlar

metodu çoğunlukla tercih edilmektedir



(Sürekli 
Çözüm)

(Ayrıklaştırılmış 
Çözüm)



Fiziksel bir olayın çözüm aşamaları

 Fiziksel olayların Matematik formülasyonu

 Matematik modelin nümerik analizi

Sonlu Elemanlar Analizi (SEA)

�Sonlu Elemanlar Analizi, fiziksel bir sistemin matematik

olarak ifade edilmesidir. Bu sistem alt parçalara

ayrılabilen model olup, malzeme özelliklerine ve

uygulanabilir sınır şartlarına sahiptir

Sonlu Elemanlar (SE)Yöntemi, çeşitli mühendislik

problemlerine kabul edilebilir bir yaklaşımla 

çözüm arayan bir sayısal çözüm yöntemidir.



Sonlu elemanlar metodu; karmaşık olan problemlerin

daha basit alt problemlere ayrılarak her birinin kendi

içinde çözülmesiyle tam çözümün bulunduğu bir

çözüm şeklidir. Metodun üç temel niteliği vardır:

1) Geometrik olarak karmaşık olan çözüm bölgesi

sonlu elemanlar olarak adlandırılan geometrik olarak

basit alt bölgelere ayrılır.

2) Her elemandaki, sürekli fonksiyonların, cebirsel

polinomların lineer kombinasyonu olarak

tanımlanabileceği kabul edilir.



3) Aranan değerlerin her eleman içinde sürekli olan

tanım denklemlerinin belirli noktalardaki (düğüm

noktaları) değerleri elde edilmesinin problemin

çözümünde yeterli olmasıdır.

Kullanılan yaklaşım fonksiyonları interpolasyon

teorisinin genel kavramları kullanılarak

polinomlardan seçilir. Seçilen polinomların derecesi

ise çözülecek problemin tanım denkleminin

derecesine ve çözüm yapılacak elemandaki düğüm

sayısına bağlıdır.



Sürekli bir ortamda alan değişkenleri (gerilme, yer

değiştirme, basınç, sıcaklık vs.) sonsuz sayıda farklı

değere sahiptir. Eğer sürekli bir ortamın belirli bir

bölgesinin de aynı şekilde sürekli ortam özelliği

gösterdiği biliniyorsa, bu alt bölgede alan

değişkenlerinin değişimi sonlu sayıda bilinmeyeni

olan bir fonksiyon ile tanımlanabilir. Bilinmeyen

sayısının az ya da çok olmasına göre seçilen fonksiyon

lineer ya da yüksek mertebeden olabilir.



Sürekli ortamın alt bölgeleri de aynı karakteristik

özellikleri gösteren bölgeler olduğundan, bu

bölgelere ait alan denklem takımları

birleştirildiğinde bütün sistemi ifade eden denklem

takımı elde edilir. Denklem takımının çözümü ile

sürekli ortamdaki alan değişkenleri sayısal olarak

elde edilir.



Physical System
F.E. Model





Modeller tasarım geliştirmede 

kullanılır.

Prototip gerekmez.

Avantajları Dezavantajları

•Modelleme kabulleri.

•Modelin bağlantı tasarımlarının zorluğu.

•Komponent etkileşimlerinin tahmin      

zorluğu.

•Sönüm genelde ihmal edilir.



Kullanıldığı Yerler

Yapısal Analiz, Termal Analiz, akışkanlar mekaniği CFD

(Computational Fluid Dynamics), zemin mekaniği, uçak

mühendisliği nükleer mühendislik, kaya mekaniği, Elektrik,

elektromanyetik alanlar(Electrical / Electrostatics,

Electromagnetics ve daha sayabileceğimiz pek çok

mühendislik ve fizik problemlerinin çözümünde araç olarak

kullanılmaktadır.

FEM kullanılan sektörlerden bazılarının listesi aşağıdadır.

• Havacılık

• Otomotiv

• Biyomedikal

• Köprüler ve Yapılar







Bazı FEM Ticari Yazılım Paket Programları

(Structural Dynamics Research Corporation Integrated Design and Engineering Analysis Software)



Şekil Fonksiyonları

Eleman üzerindeki alan değişkeninin değişimi için

polinom gibi basit fonksiyonlar kullanılarak

yaklaşım yapılır. Yaklaşımın hassasiyeti ise yapıyı

temsil eden eleman sayısını veya kullanılan

fonksiyon derecesini büyültülerek arttırılır.



Kompleks bir fonksiyon parçalı lineer fonksiyonlarla 

gösterilmektedir.

 

  

x   

F ( x ) 

nodes elements 

Unknown function  

of field variable 

Unknown discrete values 

of  field variable at nodes 

(Alan değişkeninin 

bilinmeyen fonksiyonu)

(Düğümlerdeki alan değişkeninin 

bilinmeyen ayrık değerleri)

(Elemanlar) (Düğümler)





4-Noded Shell     10-Noded Tetrahedral    20-Noded Hexahedral

(4 düğümlü kabuk) (10 düğümlü dörtyüzlü) (20 düğümlü altıyüzlü)



 SEA(FEA), yaklaşık bir metottur.

 İyi bir planlama,

Dikkatli bir modelleme,

 Sınır şartları ve yük durumları için doğru yaklaşım,

 Sonuçların doğru olarak yorumlanmasını, gerektirir.



Sonlu Eleman Yönteminin diğer nümerik yöntemlere

göre avantajları

a) Kullanılan sonlu elemanların boyutlarının ve

şekillerinin değişkenliği nedeniyle ele alınan bir cismin

geometrisi tam olarak temsil edilebilir.

b) Bir veya birden çok delik veya köşeleri olan

bölgeler kolaylıkla incelenebilir.

c) Değişik malzeme ve geometrik özellikleri bulunan

cisimler incelenebilir.



d) Sebep sonuç ilişkisine ait problemler, genel

direngenlik matrisi ile birbirine bağlanan

genelleştirilmiş kuvvetler ve yer değiştirmeler

cinsinden formüle edilebilir. Sonlu elemanlar

metodunun bu özelliği problemlerin anlaşılmasını

ve çözülmesini hem mümkün kılar hem de

basitleştirir.

e) Sınır şartları kolayca uygulanabilir.



Başlamadan önce;

 Dizaynın amaçlarının neler olduğunu belirlemek 

gerekmektedir.

1. Neleri bilmeye ihtiyacın var.

2. SEA neden yapıyorsun?

 Dizayn kriteri nedir?

Yapılan dizaynı değerlendirmek için hangi 

mühendislik kriteri kullanılacaktır.



 Ne bulmaya çalışıyoruz?

 Yapıyı modellerken neler dikkate alınacak ve neler

ihmal edilebilir?

 Sınır koşulları ve yükler nelerdir?

 Gerilmeler, deplasmanlar (yer değiştirmeler),

frekans, burkulma veya sıcaklık gibi değişkenlerden

hangilerini bilmeniz gerekmektedir?

 Sonlu elemanlar analizi sonuçlarını doğrulamak

amacıyla yapılan elle basit hesaplamalar, deney

sonuçları, yapının nasıl davranacağı ve hangi

rakamların anlamlı olacağına dair fikir verecektir.

Planlama



Doğru Sonuçlar Elde Etmek :

 Problemin fiziğini anlamaya,

Elemanların nasıl hareket edeceğini anlamaya,

Doğru eleman, eleman sayısı ve dağılımı seçmeye,

 Sonuçları değerlendirme ve doğru sonuçların elde

edilmesi için modelde gerekli düzeltmelerin yapılmasına,

Yapılan varsayımların ve basitleştirmelerin etkilerinin

anlaşılmasına bağlıdır.



SEA Prosesleri

1. Analiz tipini seçmek

2. Malzeme özelliklerini seçmek

3. Model geometrisini oluşturmak Create 

model geometry (Ağ yapısı dahil)

4. Sınır şartlarını uygulamak

5. Yükleri uygulamak

6. Çözümü optimize etmek



SEA programları fiziksel modelin CAD sunumunu

kullanmaktadır. Program bu parçayı alt parçalara ayırır

bunlar sonlu eleman olarak adlandırılır. Alt parçalara

ayırma işlemine mesh ağlara bölme denmektedir.

Daha iyi ağ (daha çok eleman) fiziksel modelin

matematik olarak daha iyi ifade edilmesi demektir. Bir

elemanın birincil amacı iki nodu yayla birbirine

bağlamaktır. Eleman tipi problemin tipine göre

değişmektedir.



Analiz Tipi

 Statik veya dinamik mi?

Yükler yavaş bir şekilde veya aniden mi 

uygulanıyor?

Titreşimler?  Deprem?

Lineer veya nonlineer?

 Deplasmanlar büyük mü?

 Nonlineer malzeme?

 Contact(Temas)?



 Statik analiz atalet ve sönüm etkilerini ihmal eder.

Dinamik ve statik analiz seçiminde yükleri

zamana bağlı olarak kullanabilirsiniz.

Eğer nispi uygulama zamanı uzun ve yük sabit ise

statik analiz seçilebilir.

Genel olarak, kuvvetin uyarma frekansı yapının en

düşük doğal frekansının 1/3’ünden az ise statik

analiz kabul edilebilir.



Lineer veya Nonlineer

Nonlineer yapısal davranışlar, yapı rijitliğini

değiştirmektedir.

Çeşitli non-lineer durum tipleri :

Geometrik 

Malzeme (e.g., plasticity, hyperelasticity)

Değişen durumlar (e.g., contact)



Sonlu elemanlar metodunun temel prensibi,

öncelikle bir elemana ait sistem özelliklerini içeren

denklemlerin çıkartılıp tüm sistemi temsil edecek

şekilde eleman denklemlerini birleştirerek sisteme

ait lineer denklem takımının elde edilmesidir. Bir

elemana ait denklemlerin elde edilmesinde değişik

metotlar kullanılabilir. Bunlar içinde en çok

kullanılan dört temel yöntem şunlardır: lagrange



1)Direkt yaklaşım: Bu yaklaşım daha çok tek boyutlu

ve basit problemler için uygundur.

2)Varyasyonel yaklaşım: Bir fonksiyonelin (bağımsız

değişkeni fonksiyon olan bir fonksiyonun) ekstremize

yani maksimum ve minimum edilmesi demektir. Katı

cisim mekaniğinde en çok kullanılan fonksiyoneller

potansiyel enerji prensibi, komplementer (tümleyen)

potansiyel enerji prensibi ve Reissner prensibi olarak

sayılabilir. Fonksiyonelin birinci türevinin sıfır olduğu

noktada fonksiyonu ekstremize eden değerler bulunur.

İkinci türevinin sıfırdan büyük veya küçük olmasına

göre bu değerin maksimum veya minimum olduğu

anlaşılır.



3)Ağırlıklı kalanlar yaklaşımı: Bir fonksiyonun

çeşitli değerler karşılığında elde edilen yaklaşık

çözümü ile gerçek çözüm arasındaki farkların bir

ağırlık fonksiyonu ile çarpılarak toplamlarını

minimize etme işlemine "ağırlıklı kalanlar

yaklaşımı" denir. Bu yaklaşım kullanılarak eleman

özelliklerinin elde edilmesinin avantajı,

fonksiyonellerin elde edilemediği problemlerde

uygulanabilir olmasıdır.

4)Enerji dengesi yaklaşımı: Bir sisteme giren ve

çıkan termal veya mekanik enerjilerin eşitliği

ilkesine dayanır. Bu yaklaşım bir fonksiyonele

ihtiyaç göstermez.



Ağırlıklı Artıklar Yöntemi 

L(y(x)) = f(x)     x     şeklinde alınan eşitlikte L, diferansiyel operatör, x ise Ω bölgesinin 

üzerinde alınan bir nokta olmak üzere, bölge üzerindeki hata fonksiyonu aşağıdaki gibi 

yazılır: 

ε (x) = L(y(x)) - f(x)       (1) 

Yaklaşık çözüm için seçilen fonksiyonlar; 

N

N i i

i=1

y (x) = a φ (x)  (2) 

olarak alınabilir. 
ia , x’den bağımsız sabit terimler, 

iφ (x) ise tam bir fonksiyon (polinomlar, 

trigonometrik fonksiyonlar gibi) ailesinin elamanı olan baz fonksiyonlarıdır. 

Ağırlıklı Kalanlar ( Artıklar ) Yöntemi



Ağırlıklı artık fonksiyonu ise aşağıdaki gibidir: 

[L(y(x)) - f(x)] (x)d 0     


   (3) 

Bölge noktaları için (x) , ağırlık fonksiyonlarıdır. (3) denkleminde, (2) eşitliğinde verilen 

yaklaşık deneme fonksiyonu yerine yazıldığında, hatayı bölge üzerinde yaymamızı sağlayan 

ağırlıklı artık fonksiyonu; 

N

i i

i=1

[L( a φ (x)) - f(x)] (x)d 0     


   (4) 

olarak bulunur. 



Bir uygulama üzerinde Ağırlıklı Kalan Yöntemlerini 

aşağıdaki gibi inceleyebiliriz. 

y (x) + y(x) = x

Uygulama

diferansiyel denklemini,

x=0 da y(0)=0, 

x=0 da y΄(0)=0  

sınır şartlarını sağlayacak şekilde, ağırlıklı kalan 

yöntemleri ile çözünüz.

(5)



x = 0’da  y(0) = 0  ve x = 0’da y (0) = 0  sınır şartlarını sağlayan, yaklaşık deneme 

fonksiyonunu;  

2 4y(x) = ax + bx  (6) 

şeklinde seçebiliriz.  

hata fonksiyonu aşağıdaki gibi ifade edilir: 

3 2 4ε (x) = 2ax + 4bx  + ax   + bx x   (7) 

Ağırlıklı artık fonksiyonu, 

L

3 2 4

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x) (x)dx = 0    (8) 

şeklinde yazılır. 



Denklemin tanımlı olduğu bölge, x [0,L]  alınarak, ağırlıklı artık yöntemleri, aşağıda 

incelenmiştir. 

Nokta kollokasyon yöntemi 

Bu yöntemde, hatayı bölge üzerinde seçilen noktalar için sıfıra eşitlemek suretiyle, denklem 

(5)’te verilen a ve b sabitleri hesaplanmaya çalışılır. Bu yöntemlerde denklem sayısı, 

bilinmeyen sabit sayısı kadar olması gerektiğinden bölge üzerinde seçilen noktaların sayısı, 

bilinmeyen sabit terimler kadar olmalıdır. 



x = L / 2 ve x = L olarak seçilen bölge üzerindeki iki nokta için, (7) denklemindeki hata 

fonksiyonu aşağıdaki gibi yazılır:  

3 2 4L bL aL bL L
ε (x = ) = aL+ + + - = 0

2 2 4 16 2
  (9) 

3 2 4ε (x = L) = 2aL+ 4bL + aL + bL - L= 0
 (10) 

(9) ve (10) denklemleri çözüldüğünde (6) denklemindeki a ve b sabitleri bulunarak yaklaşık 

deneme fonksiyonu elde edilir. 





Momentler yöntemi 

Bu yöntemde, (8) denkleminde gösterilen ağırlıklı artık fonksiyonunda, bilinmeyen sayısına 

bağlı olarak, hatanın orijine göre momentleri, yani hata fonksiyonun ağırlık fonksiyonları       

(1, x, x
2
 ,x

3
 ......) ile çarpılmış hali, sıfıra eşitlenerek elde edilen denklemler aşağıdaki gibi 

yazılabilir: 

Hatanın sıfırıncı momenti; 

L

3 2 4

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)1dx = 0   (11) 

Hatanın birinci momenti; 

L

3 2 4

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)xdx = 0   (12) 

(11) ve (12) denklemlerindeki integrasyon işlemleri yapıldıktan sonra elde edilen 

denklemlerden a ve b sabit terimleri çekilerek (6) denkleminde verilen yaklaşık deneme 

fonksiyonu bulunur. 





Alt bölge kollokasyon yöntemi 

Bu yöntemde hata fonksiyonu, bilinmeyen sayısına bağlı olarak, bölge üzerinde alt bölgeler 

için sıfırlanmaya çalışılır. Bu bölgelerdeki ağırlık fonksiyonun şiddeti de bir olarak alınır. Bu 

açıklamalar ışığında (8) denklemindeki ağırlıklı artık fonksiyonu; 

L

2
3 2 4

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)1dx = 0   (13) 

L

3 2 4

L

2

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)1dx = 0   (14) 

şeklinde yazılabilir. (13) ve (14) denklemlerindeki integrasyonlar yapılıp, çıkan ifadelerden a 

ve b sabit terimleri elde edildikten sonra (6) denklemindeki yaklaşık deneme fonksiyonu 

bulunur. 





Galerkin yöntemi 

Galerkin yönteminde, ağırlık fonksiyonları olarak baz fonksiyonları seçilir. (6) denklemindeki 

yaklaşık deneme fonksiyonunda bulunan x
2
 ve x

4
 baz fonksiyonları, (8) denkleminde 

kullanılarak, hata bölge üzerinde integre edildiğinde aşağıdaki eşitlikler elde edilir:  

L

3 2 4 2

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)x dx = 0   (15) 

L

3 2 4 4

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)x dx = 0   (16) 

(15) ve (16) denklemlerindeki integrasyon sonucunda çıkan ifadelerden, çekilebilecek olan a 

ve b sabitleri, (6) denklemindeki yaklaşık deneme fonksiyonunun bulunmasını sağlar. 





En küçük kareler yöntemi 

Bu yöntemde; 

2[ε (x)] dx  ifadesi minimum yapılmaya çalışılır. ai  (i = 1,2,3...) değerleri x’den bağımsız 

sabitler olmak üzere aşağıdaki ifadeler yazılabilir: 

2

i

[ε (x)] d(x) = 0
a







   (17) 

i

2 [ε (x)] [ε (x)]d(x) = 0
a

 





  (18) 

i

[ε (x)]
a






 ifadeleri ağırlık fonksiyonları olduğuna göre (5) eşitliğindeki örnek denklem için 

ağırlık fonksiyonları aşağıdaki gibi alınır: 

2ε (x)
2x + x   

a





 (19) 

3 4ε (x)
  4x + x

b





 (20) 



(19) ve (20) ağırlık fonksiyonları kullanılarak (8) denklemi aşağıdaki gibi yazılır: 

L

3 2 4 2

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)( 2x + x )dx = 0   (21) 

L

3 2 4 3 4

0

(2ax + 4bx  + ax   + bx x)( 4x + x )dx = 0   (22) 

Yukarıdaki iki denklemi kullanarak a ve b sabit terimleri, dolayısıyla (6) denkleminde verilen 

yaklaşık deneme fonksiyonunu bulunur. 







SEY ile çözümdeki adımlar şunlardır: 

a) Cismin sonlu elemanlara bölünmesi,

b) İnterpolasyon fonksiyonlarının seçimi,

c) Eleman direngenlik matrisinin teşkili,

d) Sistem direngenlik matrisinin hesaplanması,

e) Sisteme etki eden kuvvetlerin bulunması,

f) Sınır şartlarının belirlenmesi,

g) Sistem denklemlerinin çözümü.



Sonlu eleman probleminin çözümünde ilk adım

eleman tipinin belirlenmesi ve çözüm bölgesinin

elemanlara ayrılmasıdır. Çözüm bölgesinin

geometrik yapısı belirlenerek bu geometrik yapıya en

uygun gelecek elemanlar seçilmelidir. Seçilen

elemanların çözüm bölgesini temsil etme oranında,

elde edilecek neticeler gerçek çözüme yaklaşmış

olacaktır. Sonlu elemanlar metodunda kullanılan

elemanlar boyutlarına göre dört kısma ayrılabilir:



a) Tek boyutlu elemanlar: Bu elemanlar tek boyutlu

olarak ifade edilebilen problemlerin çözümünde kullanılır.

b) İki boyutlu elemanlar: İki boyutlu (düzlem)

problemlerinin çözümünde kullanılırlar. Bu grubun temel

elemanı üç düğümlü üçgen elemandır. Üçgen elemanın

altı, dokuz ve daha fazla düğüm ihtiva eden çeşitleri de

vardır. Düğüm sayısı seçilecek interpolasyon

fonksiyonunun derecesine göre belirlenir. Üçgen eleman,

çözüm bölgesini aslına uygun olarak temsil etmesi

bakımından kullanışlı bir eleman tipidir. İki üçgen

elemanın birleşmesiyle meydana gelen dörtgen eleman,

problemin geometrisine uyum sağladığı ölçüde

kullanışlılığı olan bir elemandır. Dört veya daha fazla

düğümlü olabilir. Dörtgen eleman çoğu zaman özel hal

olan dikdörtgen eleman şeklinde kullanılır.



c) Dönel elemanlar: Eksenel simetrik özellik

gösteren problemlerin çözümünde dönel elemanlar

kullanılır. Bu elemanlar bir veya iki boyutlu

elemanların simetri ekseni etrafında bir tam dönme

yapmasıyla oluşurlar. Gerçekte üç boyutlu olan bu

elemanlar, eksenel simetrik problemleri iki boyutlu

problem gibi çözme olanağı sağladığı için çok

kullanışlıdırlar.

d) Üç boyutlu elemanlar: Bu grupta temel eleman

üçgen piramittir. Bunun dışında dikdörtgenler

prizması veya daha genel olarak altı yüzeyli

elemanlar, üç boyutlu problemlerin çözümünde

kullanılan eleman tipleridir.



İnterpolasyon Fonksiyonlarının Seçimi: İnterpolasyon fonksiyonu

alan değişkeninin (gerilme, yer değiştirme, sıcaklık vb.) eleman

üzerindeki değişimini temsil etmektedir. İnterpolasyon

fonksiyonunun belirlenmesi seçilen eleman tipine ve çözülecek

denklemin derecesine bağlıdır. Ayrıca interpolasyon fonksiyonları şu

şartları sağlamalıdır:

a- İnterpolasyon fonksiyonunda bulunan alan değişkeni ve alan

değişkeninin en yüksek mertebeden bir önceki mertebeye kadar olan

kısmi türevleri eleman sınırlarında sürekli olmalıdır.

b- İnterpolasyon fonksiyonunda bulunan alan değişkeninin bütün

türevleri, eleman boyutları limitte sıfıra gitse bile alan değişkenini

karakterize etmelidir.

c- Seçilen interpolasyon fonksiyonu koordinat değişimlerinden

etkilenmemelidir.

Hem yukardaki şartları sağlamaları hemde türev ve integral almadaki

kolaylığından dolayı interpolasyon fonksiyonu olarak genelde

polinomlar seçilir. Seçilen polinom, yukarıdaki şartların

gerçekleşmesi için uygun terimleri ihtiva etmelidir.



Eleman Direngenlik Matrisinin Elde Edilmesi: Eleman

direngenliğinin bulunması, elemana etki eden dış

etkenler ile alan değişkenleri arasında bir ilişki kurmak

anlamına gelmektedir. Eleman direngenliğini elde

ederken çözülecek problemin konusu, alan değişkeni,

seçilen eleman tipi, seçilen interpolasyon fonksiyonu,

eleman özelliklerini elde ederken kullanılan metod gibi

pek çok faktör göz önüne alınmak durumundadır. Etki

eden bu faktörlere göre de eleman direngenliğinin elde

edilmesinde değişik yollar izlenir.



Sistem Direngenlik Matrisinin Teşkili:Sistem

direngenlik matrisi sistemin düğüm sayısı ve her

düğümdeki serbestlik derecesine bağlı olarak belirlenir.

Elemanlar için hesaplanan direngenlik matrisleri,

elemanın üzerindeki düğüm numaralarına bağlı olarak

genel direngenlik matrisinde ilgili satır ve sütununa

yerleştirilir. Farklı elemanlar tarafından ortak kullanılan

düğümlerdeki terimler genel direngenlik matrisinin ilgili

satır ve sütununda üst üste toplanmalıdır. Elemanların

düğüm numaralaması bir sistematiğe göre yapılırsa

genel direngenlik matrisinde elemanlar diagonal

üzerinde üst üste toplanır. Genelde direngenlik matrisi

simetriktir.



Sisteme Etki Eden Kuvvetlerin Bulunması: Bir

problemde sisteme etki edebilecek kuvvetler şunlar

olabilir:

-Tekil Kuvvetler: Tekil kuvvetler hangi elemanın hangi

düğümüne ne yönde etki ediyorsa genel kuvvet

vektöründe etki ettiği düğüme karşılık gelen satıra

yerleştirilir. Problemin cinsine göre tekil yük kavramı

değişebilir Örneğin ısı iletimi probleminde elastisite

problemindeki tekil yüke karşılık noktasal ısı kaynağı

veya tanımlı ısı akışı yükleri bulunmaktadır.

-Yayılı Kuvvetler: Bu kuvvetler bir kenar boyunca yada

bir alanda etkili olurlar.

-Kütle kuvvetleri: Eleman hacmi için geçerli olan

merkezkaç kuvveti ve ağırlık kuvvetleri gibi kuvvetlerdir.



Sınır Şartlarının Belirlenmesi: Her problemin tabii

olarak yada yapay sınır şartları vardır. Sınır şartları,

cismin çeşitli kısımlarındaki elastik yer

değiştirmelerin ölçülebileceği bir referans sağlar. Bir

çubuk elaman ele alalım (Şekil 1a). Bu eleman için bir

sınır şartı tanımlanmazsa, etki eden düğüm

kuvvetlerinin büyük, küçük yada eşit olmasına göre

hareket eder ve deplasman u1 =u2 olarak çubukta rijit

cisim hareketi gözlenir.





Birinci durumdaki rijit cisim hareketi genel direngenlik

matrisinin tekil olmasına sebep olur. Bu durum u1 ve u2

'nin ölçüleceği bir referans noktasının belirlenmemiş

olmasına bağlanabilir. Gerçekte bir referans noktası

sağlanmak zorundadır. Aynı çubuğu (Şekil 1b.) deki gibi

düşündüğümüzde;

şeklinde ifade edebiliriz. Çünkü u1 =0 çubuğun sınır

şartıdır. Böylece sınır şartları; cismin belli parçasında veya

parçalarındaki yer değiştirmelerde yapılan kısıtlamalardır

denilebilir. Bu kısıtlamalar, cismin rijit yer değiştirmesine

engel olur ve uygulanan dış yüklerin cisim tarafından

taşınmasını sağlar. Aynı sınır şartları problemin cinsine

göre sonlu elemanlar metodunun uygulandığı diğer

vektörel ve skaler alan problemleri için de tanımlanır.



Sistem Denkleminin Çözümü: Çözüm için, sistemin

sınır şartları da göz önüne alınarak direngenlik

matrisinin tersini almak yeterlidir. Fakat bilgisayar

kapasitesi ve bilgisayar zamanı açısından çok büyük

matrislerin çözümünü ters alma işlemi ile yapmak

yerine Gauss eliminasyon metodu ile daha az kapasite

ve daha kısa sürede yapmak mümkün olmaktadır.



Potansiyel Enerji (Yaklaşık çözüm için)

Potansiyel enerji, sistemin konumunu belirleyen

koordinatlara bağlı olarak bir integral ifade ile elde

edilebilir. Sınır şartlarını gerçekleyen durumlarda cismin

dengede olabilmesi için potansiyel enerjinin bir

ekstremde olması gerekir. Bir çok durumda bu ekstrem

değer bir minimumdur ve bu nedenle yöntem minimum

potansiyel enerji yöntemi olarak adlandırılır.



Örneğin, rastgele yüklenmiş basit mesnetli bir kirişte kirişin

çökme eğrisi araştırılıyor olsun. Mümkün olan bir çok çökme

eğrisi arasında gerçek çökme eğrisi, verilen sınır şartları

altında kiriş için yazılacak potansiyel enerji ifadesinin

minimum olmasını sağlayan eğri olacaktır. Bunda da iç

kuvvetler tarafından meydana getirilen potansiyel enerji ile dış

kuvvetlerin oluşturduğu potansiyel enerji etkili olacaktır. İç

kuvvetlerin potansiyel enerjisi şekil değiştirme enerjisinden,

dış kuvvetlerinki de uygulanan kuvvet sebebiyle meydana

gelen yer değiştirmenin çarpımı (iş) şeklinde bulunur.



U şekil değiştirme enerjisini, W ise iş potansiyelini

göstermektedir. Şekil değiştirme enerjisi aşağıdaki

gibidir.

{u}=[u, v w] deplasmanları (yer değiştirmeleri),

{f}=[fx, fy, fz] kütle kuvvetlerini, {T}={Tx, Ty, Tz]

yüzey kuvvetlerini ve {P}i de tekil kuvvetleri

göstermek üzere, iş potansiyeli ise aşağıdaki gibidir.



(-) işareti potansiyel enerjinin kaybı (azalması) anlamına

gelir veya dış kuvvetlerin yaptığı iş negatif alınır şeklinde

açıklanabilir

Bu durumda toplam potansiyel enerji, 

Minimizasyon için aşağıdaki ifade kullanılır. 



Rayleigh-Ritz Yöntemi

Bu yöntem, Toplam Potansiyel Enerjinin minimize

edilmesi esasına dayanır.

Sınır koşullarını sağlayan, yaklaşık bir deneme

fonksiyonu, toplam potansiyel enerji denkleminde

yerine yazılır, toplam potansiyel enerjinin, yaklaşık

deneme fonksiyonunun sabit terimine göre türevi

ifadesinin, sıfıra eşitlendiği denklem çözülerek yaklaşık

deneme fonksiyonunun sabit terimi bulunur.





Bir Boyutlu Problemler

Bir boyutlu problemlerde gerilme {σ}, şekil değiştirme

{ε}, yer değiştirme {u} ve yükleme ({T} ve {ƒ})

yalnızca bir boyut değişkenine (x) bağlıdır. Bu

durumda ilgili vektörler aşağıdaki şekilde verilebilir.

Gerilme-şekil değiştirme ve şekil değiştirme-yer

değiştirme ilişkisi,



Diferansiyel hacim (dV) ifadesi; 

Yüklemeler genelde kütle (ağırlık) kuvvetleri ({ƒ}),

yüzey kuvvetleri ({T}) ve tekil yük ({Pi}) olmak üzere

üç şekilde bulunur. Bu kuvvetlerin bir cisim üzerindeki

konumları Şekil 1’de gösterilmiştir. Kütle kuvvetleri,

tüm hacme dağılmış kuvvetler olup yerçekimi nedeniyle

oluşan cismin ağırlığı buna örnektir. Yüzey kuvvetleri

cismin yüzeyine dağılmış kuvvetler olup birim yüzey

alanına düşen kuvvet olarak ele alınır.



Bir boyutlu problemlerde yüzey kuvveti birim boya

etkiyen kuvvet olarak ta tanımlanabilir. Sürtünme

nedeniyle oluşan kuvvetler ve basınç kuvvetleri buna

örnek olarak gösterilebilir. Yüzey kuvveti birim alana

düşen kuvvet ile kesit alanın çarpımı olarak ele alınır.

Son olarak {Pi}, i noktasına etki eden tekil kuvvet ve

{ui} de bu noktanın x doğrultusundaki yer

değiştirmesidir.



Şekil 1. Kütle kuvvetleri, yüzey kuvvetleri ve tekil 

kuvvetler altındaki çubuğun sonlu elemanlar modeli. 



SONLU ELEMAN MODELLEMESİ 

Elemanlara ayırma 

Şekil 1’deki çubuğu göz önüne alalım. Sonlu eleman

modellemesinde ilk olarak, çubuk belirli sayıda sabit

kesitli elemanlardan meydana gelmiş kademeli çubuk

olarak ele alınır. Burada çubuğu dört eleman kullanarak

modelleyelim. Bu işi yapmanın en kolay yolu çubuğu

Şekil 1b'deki gibi dört bölgeye ayırmaktır. Bundan sonra

her bir bölgenin ortalama kesit alanı bulunarak eleman

tanımlamalarında bu değer kullanılır. Ele alınan çubuğun

dört eleman ve beş düğümden oluşan sonlu eleman

modeli Şekil 1c’de gösterilmiştir. Sonlu eleman

modelinde bütün elemanlar düğüm noktalarından

birbirine bağlı olarak düşünülür.



Şekil 1c'de eleman numaraları, düğüm numaralarından

ayırt edilmesi için yuvarlak içine alınmıştır. Görüldüğü

gibi, kesit alanı, yüzey kuvveti ve kütle kuvvetleri her

eleman için sabittir. Doğal olarak kesit alanları ve

kuvvetler şiddetleri bakımından elemandan elemana

değişebilirler. Eleman sayıları artırılarak daha iyi

sonuçlar elde edilebilir. Tekil yüklerin uygulanmış

olduğu noktaların düğüm noktası olarak seçilmesi

gerekir. Cisme etkiyen diğer kuvvetler de yalnızca

düğüm noktalarından etki ediyormuş gibi ele alınırlar.



Numaralandırma Yöntemi 

Karmaşık bir geometriye sahip bir cisim belirli sayıda,

düzgün şekilli ve benzer elemanlara ayrılmalıdır.

Elemanların birbirine benzer alınmasının sebebi,

modelin bilgisayar ortamına aktarılmasının

kolaylaştırılmasıdır. Bu aktarım uygun bir numaralama

yöntemi geliştirilmesi ile daha da kolay hale getirilebilir.

Burada bu yöntemlerden birisi verilecektir. Serbestlik

dereceleri, düğüm deplasmanları, düğüm yükleri ve

elemanlar arasında süreklilik sonlu elemanlar

metodunun uygulamasında ve bilgisayar ortamına

aktarılmasındaki temel noktalardır ve bu nedenle bu

kavramların iyi anlaşılması ve uygun şekilde tatbik

edilmesi gerekmektedir.



Bir boyutlu problemde her düğümün sadece ±x

doğrultusunda hareketine müsaade edilir. Bu yüzden

her düğüm sadece bir serbestlik derecesine (SD)

sahiptir. Şekil 1c'de verilen 5 düğümlü sonlu eleman

modelinde 5 serbestlik derecesi vardır. Her

serbestlik derecesindeki deplasman Q1,Q2,...Q5 ile

gösterilir. Bu durumda global deplasman vektörü

olarak adlandırılan {Q}, ({Q}= [ Q1, Q2,.....Q5 ] T)

bir sütun vektörüdür.



{F} ile gösterilen global kuvvet vektörü {F}= [ F1,

F2,........F5 ] dir. Global kuvvet ve deplasman

vektörleri Şekil 2'de gösterilmiştir. +x yönü kuvvet ve

deplasman için pozitif yön olarak alınır. Bundan

sonra sınır şartları göz önüne alınır. Ele aldığımız

problem için 1 numaralı düğüm tutulmuştur,

dolayısıyla Q1 = 0'dır. Sınır şartları daha sonra izah

edilecektir.





Her elemanda 2 düğüm vardır, dolayısıyla elemanlar

arasındaki süreklilik bilgileri Şekil 3’teki gibi bir tablo

halinde elde edilebilir. Tablo başlığındaki 1 ve 2

rakamları elemanın lokal düğüm numaralarını, tablo

içindeki rakamlar ise global düğüm numaralarını

göstermektedir. Lokal düğüm numaraları ile global

düğüm numaraları arasındaki uyumluluk elemanlar

arasında süreklik sağlar. Bu örnekte, 1. düğümün

numarası aynı zamanda 1. elemanın da numarası

olduğundan tanımlama basitçe yapılabilmektedir. Daha

karmaşık geometrilerde süreklilik tablosunun

yapılmasına ihtiyaç duyulur.





Koordinatlar ve şekil fonksiyonları 

İki düğümlü bir çubuk eleman (e) ele alalım (Şekil 4a).

Lokal numaralandırma ile ilk düğümün numarası 1,

diğerininki ise 2 olarak numaralandırılır. Buradan,

birinci düğümün koordinatı x1 ve ikinci düğümün

koordinatı x2 dir. Buradan, elemanın orta noktasına göre

herhangi bir noktasının yerini –1 ile 1 değerleri arasında

bulmak için r ile gösterilen bir doğal koordinat sistemi

tanımlayalım.

Birinci düğümde r=-1, ikinci düğümde ise r=1 değerini

almaktadır. (Şekil 4b). Bu koordinat sistemi, şekil

fonksiyonlarının tanımlanmasında kullanılır.





Bir eleman içindeki bilinmeyen yer değiştirmeler

lineer bir interpolasyon fonksiyonu ile hesaplanmaya

çalışılır (Şekil 5). Yaklaşık bir çözüm olan bu

yöntemde doğruluk değeri ancak daha fazla sayıda

elemana bölmek suretiyle artırılabilir. Bu lineer

interpolasyonu uygulamak için aşağıdaki şekilde

lineer şekil fonksiyonları tanımlanır.





Şekil 6a ve 6b'de N1 ve N2 şekil fonksiyonları

gösterilmiştir. N1 şekil fonksiyonunun grafiği

denklem 5’ten yararlanılarak çizilmiştir. Burada r=-1'

de N1=1 ve r=1 de N1 = 0 olduğuna dikkat

edilmelidir. İki noktadan bir doğru geçtiği dikkate

alınırsa Şekil 7a elde edilir. Benzer olarak, N2 şekil

fonksiyonunun grafiği olan Şekil 7b, denklem 6'dan

elde edilir. Şekil fonksiyonları tanımlandıktan sonra

elemandaki yer değiştirmeler, düğüm deplasmanları

q1 ve q2 ye bağlı olarak şu şekilde elde edilir.

Matris gösterimi ile,





Eleman yer değiştirme vektörünü olan {q}, (7a)'da verildiği

üzere birinci düğümde u = q1, ikinci düğümde u = q2

durumunu sağlamaktadır. Şekil fonksiyonlarının özelliği

gereği iki düğüm arasında “u” lineer olarak değişmektedir.

(4) iadesinden yararlanarak global ve lokal koordinatlar

arsındaki dönüşüm şekil fonksiyonları yardımıyla,



Görüldüğü gibi hem deplasmanlar (eşitlik 7a), hem de

koordinatlar (eşitlik 9) aynı şekil fonksiyonları

yardımıyla ifade edilmektedir. Bu durum izoparametrik

(eş parametreli) formülasyon olarak adlandırılmaktadır.

Burada her ne kadar lineer interpolasyon fonksiyonları

verilmiş ise de eleman içerisinde birinci türevin sonlu

olması ve eleman sınırlarında deplasmanların sürekli

olması şartıyla başka şekil fonksiyonlarının seçilmesi de

mümkündür.





(2)'de verilen şekil değiştirme-yer değiştirme ilişkisi

(ε=du/dx) ve zincir kuralı kullanılarak;

x ve r arasındaki ilişkiden; 

olduğundan; 

2

21 qq

dr

du 




(10) ifadesinden, 

Matris formunda, 

[B] (1x2), boyutlarında olup eleman şekil değiştirme-yer

değiştirme matrisi olarak adlandırılır.



Lineer şekil fonksiyonları kullanımı sebebiyle [B] sabit

bir matristir. Dolayısıyla bir eleman içindeki şekil

değiştirme de sabittir. Hooke yasasından gerilme;

Lineer şekil fonksiyonları kullanımı sebebiyle, eleman

içinde gerilmenin de sabit olduğu görülür. İnterpolasyon

amacıyla burada elde edilen gerilmenin elemanın

merkezinden geçen eksen üzerindeki gerilme olduğu

kabul edilebilir. (7b), (14) ve (16) ifadeleri sırasıyla,

düğümlerdeki deplasman, şekil değiştirme ve gerilme

arasındaki ilişkiyi ortaya koyar. Bu ifadeler çubuk

eleman için potansiyel enerji ifadesinde yerleştirilerek

eleman rijitlik matrisi ve yük vektörünü bulmak için

kullanılacaktır.



Potansiyel enerji yaklaşımı 

Toplam potansiyel enerji bir boyutlu problemler için;

Burada {σ}, gerilmeyi {ε},birim şekil değiştirmeleri,

{u}, deplasmanları (yer değiştirmeleri),{ƒ} kütle

kuvvetlerini ve {T} yüzey kuvvetlerini,göstermektedir.

Son terimdeki {Pi}, i noktasında ui deplasmanını

meydana getiren kuvvettir. ui ise i düğümünde x

yönündeki deplasmandır. Eleman üzerindeki bütün

düğümler için toplam potansiyel enerji ifadesi

aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.



Son terimde Pi’ yüklerinin düğüm noktalarından

uygulandığı düşünülmektedir.

alınırsa;

Ue, eleman şekil değiştirme enerjisi olarak adlandırılır.



Eleman Rijitlik (Direngenlik) Matrisi 

Üstteki şekil değiştirme enerjisi ifadesinde, (14) ve (16)

da verilen gerilme ve şekil değiştirme ifadeleri

yazıldığında,



Elemanın kesit alanı (Ae) sabittir. Aynı zamanda [B]

de sabit bir matristir. (11)'deki

ifadesinden,

x2 – x1 = le alınırsa,



Elemanın boyu (le) ve - 1 ≤ r ≤ 1 olmak üzere eleman

şekil değiştirme enerjisi Ue aşağıdaki gibi yazılabilir.

Ee elemanının elastisite modülüdür. 



[k]e, çubuk eleman için eleman rijitlik (direngenlik) matrisi

olmak üzere,

Eleman rijitlik matrisi ise, 

Burada şekil değiştirme enerjisi bağıntısı ile U= ½ kx2 ile

verilen basit yaydaki şekil değiştirme enerjisi arasındaki

benzerlik görülmektedir. Burada “ke
” AeEe (axial rigidity)

çarpımı ile doğru orantılı, eleman boyu ile de ters

orantılıdır.



Kuvvet Terimleri 

Toplam potansiyel enerji ifadesindeki kütle kuvveti

terimini,

inceleyelim. 

yerine koyulursa, 

A ve ƒ de eleman içinde sabit olduğundan integral dışına

çıkarılırsa



Şekil fonksiyonların integralleri dx= (Le/2) dr yazılarak 

alınır ve ifadede yerine konursa, 

e

e e

ve ifadeleri benzer şekilde şekil fonksiyon

grafiği altında kalan alan le/2 yi verir. Dolayısıyla (28)

deki kütle kuvveti ifadesi,

dxN
e

 1 dxN
e

 2



Görüldüğü gibi kütle kuvvet vektörü ƒe şöyledir,

Kütle kuvvet vektörü, Aele elemanın hacmi ve ƒ'de birim

hacimdeki kütle kuvveti olduğundan, Aeleƒ çarpımı

elemana etkileyen toplam kütle kuvvetini ifade eder.

(31)'deki ½ ifadesi kütle kuvvetinin 2 düğüme eşit olarak

dağıldığını göstermektedir.



Şimdi de toplam potansiyel enerji formülasyonunda

bulunan yüzey kuvvetlerini inceleyelim.

yüzey kuvvetinin (T), elemanda sabit olduğu düşünülürse;



Görüldüğü gibi eleman yüzey kuvveti de düğümlere eşit

olarak dağılmaktadır. Buraya kadar rijitlik matrisi [ke],

kütle kuvvet vektörü [ƒe] ve yüzey kuvvet vektörlerini

[Te] bir eleman için elde ettik. Elemanlar arasındaki

sürekliliği de elde ettikten sonra, (18) de verilen toplam

potansiyel enerji ifadesi,


